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Correction d’examen 
 

EXERCICE 01 (5 points) :  

 
 

La loi de Bragg : 2𝑑ℎ𝑘𝑙𝑠𝑖𝑛𝜃ℎ𝑘𝑙 = 𝑛𝜆 

De la figure, on a : 𝑡𝑔(2𝜃ℎ𝑘𝑙) = 𝑅ℎ𝑘𝑙 𝐷⁄  

Pour le premier ordre (𝑛 = 1) 

A partir de la loi de Bragg, on obtient : 𝜃ℎ𝑘𝑙 = 𝑎𝑟𝑐 𝑠𝑖𝑛(𝜆/2𝑑ℎ𝑘𝑙) 

                                                         Où 𝑑ℎ𝑘𝑙 = 𝑎/√ℎ2 + 𝑘2 + 𝑙2 

Alors le rayon de l’anneau est : 𝑅ℎ𝑘𝑙 = 𝐷. 𝑡𝑔(2𝜃ℎ𝑘𝑙) = 𝐷. 𝑡𝑔(2𝑎𝑟𝑐 𝑠𝑖𝑛[𝜆/(2𝑎/√ℎ2 + 𝑘2 + 𝑙2)]) 

Les données : 𝜆 = 0.865 A° ; 𝐷 = 80 𝑚𝑚 ; 𝑎 = 3.136 𝐴° . 

(𝒉𝒌𝒍) 𝒅𝒉𝒌𝒍 𝜽𝒉𝒌𝒍 𝑹𝒉𝒌𝒍 

(100) 𝑑100 = 𝑎 = 3.136 𝐴° 𝜃100 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 (
0.865

2 ∗ 3.136
) = 0.138 𝑟𝑑 

𝑅100 = 22.72 𝑚𝑚 

(110) 𝑑110 = 𝑎/√2 = 2.22 𝐴° 𝜃110 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 (
0.865

2 ∗ 2.22
) = 0.196 𝑟𝑑 𝑅110 = 33.08 𝑚𝑚 

(111) 𝑑111 = 𝑎/√3 = 1.809 𝐴° 𝜃111 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 (
0.865

2 ∗ 1.809
) = 0.24 𝑟𝑑 

𝑅111 = 41.94 𝑚𝑚 
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EXERCICE 02 (7points):  

 

1. Les équations du mouvement pour les deux types d’ions. 

 

 

 

 

 

 

m:            𝑚�̈�2𝑛 = 𝑓(𝑈2𝑛+1 − 𝑈2𝑛 + 𝑈2𝑛−1 − 𝑈2𝑛) = 𝑓(𝑈2𝑛+1 + 𝑈2𝑛−1 − 2𝑈2𝑛) 

M:           𝑀�̈�2𝑛+1 = 𝑓(𝑈2𝑛+2 − 𝑈2𝑛+1 + 𝑈2𝑛 − 𝑈2𝑛+1) = 𝑓(𝑈2𝑛+2 + 𝑈2𝑛 − 2𝑈2𝑛+1) 

Les solutions de ces deux équations sont de la forme :  

                  𝑈2𝑛(𝑡) = 𝐴𝑒[𝑖(𝜔𝑡−2𝑛𝑘𝑎)]    et     𝑈2𝑛+1(𝑡) = 𝐵𝑒[𝑖(𝜔𝑡−(2𝑛+1)𝑘𝑎)] 

m:            𝑚
𝑑2

𝑑𝑡2 [𝐴𝑒[𝑖(𝜔𝑡−2𝑛𝑘𝑎)]] = 𝑓(𝐵𝑒[𝑖(𝜔𝑡−(2𝑛+1)𝑘𝑎)] + 𝐵𝑒[𝑖(𝜔𝑡−(2𝑛−1)𝑘𝑎)] − 2𝐴𝑒[𝑖(𝜔𝑡−2𝑛𝑘𝑎)]) 

−𝑚𝜔2𝐴𝑒[𝑖(𝜔𝑡−2𝑛𝑘𝑎)] = 𝑓𝑒[𝑖(𝜔𝑡−2𝑛𝑘𝑎)][𝐵(𝑒−𝑖𝑘𝑎 + 𝑒+𝑖𝑘𝑎) − 2𝐴] 

⇒ −𝑚𝜔2𝐴 = 2𝑓[𝐵𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑎) − 𝐴] 

M:            𝑀
𝑑2

𝑑𝑡2 [𝐵𝑒[𝑖(𝜔𝑡−(2𝑛+1)𝑘𝑎)]] = 𝑓(𝐴𝑒[𝑖(𝜔𝑡−(2𝑛+2)𝑘𝑎)] + 𝐴𝑒[𝑖(𝜔𝑡−2𝑛𝑘𝑎)] − 2𝐵𝑒[𝑖(𝜔𝑡−(2𝑛+1)𝑘𝑎)]) 

−𝑀𝜔2𝐵𝑒[𝑖(𝜔𝑡−(2𝑛+1)𝑘𝑎)] = 𝑓𝑒[𝑖(𝜔𝑡−(2𝑛+1)𝑘𝑎)](𝐴𝑒[−𝑖𝑘𝑎] + 𝐴𝑒[𝑖𝑘𝑎] − 2𝐵) 

⇒ −𝑀𝜔2𝐵 = 2𝑓[𝐴𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑎) − 𝐵] 

2. On obtient le système suivant 

{
(2𝑓 − 𝑚𝜔2)𝐴 − 2𝑓𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑎)𝐵 = 0

2𝑓𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑎)𝐴 + (𝑀𝜔2 − 2𝑓)𝐵 = 0
 

Ce système admet de solutions, si le déterminant est nul 

|
2𝑓 − 𝑚𝜔2

2𝑓𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑎)

          −2𝑓𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑎)

𝑀𝜔2 − 2𝑓
| = 0 ⇔ [2𝑓 − 𝑚𝜔2][𝑀𝜔2 − 2𝑓] + [2𝑓𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑎)]2 = 0 

2𝑓𝑀𝜔2 + 2𝑓𝑚𝜔2 − 𝑚𝑀𝜔4 − 4𝑓2 + 4𝑓2𝑐𝑜𝑠2(𝑘𝑎) = 0 

⇒ 𝑚𝑀𝜔4 − 2𝑓(𝑀 + 𝑚)𝜔2 + 4𝑓2[1 − 𝑐𝑜𝑠2(𝑘𝑎)] = 0 

La solution de cette équation est : 

𝜔2
1,2 =

1

2𝑚𝑀
{2𝑓(𝑚 + 𝑀) ± √4𝑓2(𝑀 + 𝑚)2 − 16𝑓2𝑚𝑀[1 − 𝑐𝑜𝑠2(𝑘𝑎)]} 

𝜔2
1,2 = 𝑓 (

1

𝑀
+

1

𝑚
) ± 𝑓√(

1

𝑀
+

1

𝑚
)

2

−
4

𝑚𝑀
[1 − 𝑐𝑜𝑠2(𝑘𝑎)] 

⇒ 𝜔2
1,2 = 𝑓 (

1

𝑀
+

1

𝑚
) ± 𝑓√(

1

𝑀
+

1

𝑚
)
2
−

4

𝑚𝑀
𝑠𝑖𝑛2(𝑘𝑎) 

                          Qui représente la relation de dispersion 𝜔(𝑘)   

 

𝑀 𝑚 
𝑎 

𝑈2𝑛 𝑈2𝑛+1 𝑈2𝑛−1 𝑈2𝑛+2 
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3. Représentation graphique de 𝜔(𝑘) dans la première zone de Brillouin.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4. Les expressions de 𝜔 pour 𝑘 = 0. 

⇒ 𝜔2
1,2 = 𝑓 (

1

𝑀
+

1

𝑚
) ± 𝑓√(

1

𝑀
+

1

𝑚
)

2

= 𝑓 (
1

𝑀
+

1

𝑚
) ± 𝑓 (

1

𝑀
+

1

𝑚
) 

⇒ {
𝜔2

1 = 𝑓 (
1

𝑀
+

1

𝑚
) + 𝑓 (

1

𝑀
+

1

𝑚
) = 2𝑓 (

1

𝑀
+

1

𝑚
)

𝜔2
2 = 𝑓 (

1

𝑀
+

1

𝑚
) − 𝑓 (

1

𝑀
+

1

𝑚
) = 0

⇒ {
𝜔2

1 = 2𝑓 (
1

𝑀
+

1

𝑚
)

𝜔2
2 = 0

⇒ 

{𝜔1 = √2𝑓 (
1

𝑀
+

1

𝑚
)  𝑚𝑜𝑑𝑒 𝑜𝑝𝑡𝑖𝑞𝑢𝑒

𝜔2 = 0                   𝑚𝑜𝑑𝑒 𝑎𝑐𝑜𝑢𝑠𝑡𝑖𝑞𝑢𝑒

 

5. La valeur de 𝜔 pour le mode optique en 𝑘 = 0 pour 𝑁𝑎𝐶𝑙, avec 𝑓 = 42 𝑁/𝑚, 𝑚(𝑁𝑎) = 23 𝑎𝑚𝑢,       

𝑀(𝐶𝑙) = 35.5 𝑎𝑚𝑢 (1𝑎𝑚𝑢 = 1.6 10−27 𝑘𝑔). 

𝜔1 = √2𝑓 (
1

𝑀
+

1

𝑚
) = √2 ∗ 42 (

1

35.5
+

1

23
)

1

1.6 10−27 ≈ 6.13. 1013 𝑟𝑑/𝑠 

 

 

 

 

𝑘 

√
2𝑓

𝑚
 

√
2𝑓

𝑀
 

−
𝜋

2𝑎
 

𝜋

2𝑎
 

√2𝑓 (
1

𝑀
+

1

𝑚
) 

0 
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EXERCICE 03 (8 points):  

a- La densité d’état 𝑔(𝜔) :  

𝑔(𝜔) =
𝑉

(2𝜋)3
∫

𝑑𝑆𝜔

|∇⃗⃗ 𝜔(𝑘)|
=

𝑆(𝜔=𝑐𝑡𝑒)

𝑉

(2𝜋)3𝑉𝑠
∫ 𝑑𝑆
𝑆𝜔

 

Où |∇⃗⃗ 𝜔(𝑘)| =
𝑑𝜔

𝑑𝑘
= 𝑉𝑠 

𝑆(𝜔 = 𝑐𝑡𝑒) → 𝑘 = 𝑐𝑡𝑒 ⇒ 𝑆 𝑒𝑠𝑡 𝑙𝑎 𝑠𝑢𝑟𝑓𝑎𝑐𝑒 𝑑′𝑢𝑛𝑒 𝑠𝑝ℎè𝑟𝑒𝑑𝑒 𝑟𝑎𝑦𝑜𝑛 𝑘 

⇒ 𝑔(𝜔) =
𝑉

(2𝜋)3𝑉𝑠
4𝜋𝑘2 ⇒ 𝑔(𝜔) =

4𝜋𝑉

(2𝜋)3𝑉𝑠
3 𝜔2 =

𝑉

2𝜋2𝑉𝑠
3 𝜔2 

 

La densité d’état dans l’espace des fréquences  𝑔(𝑣) : 

𝑔(𝜔)𝑑𝜔 = 𝑔(𝑣)𝑑𝑣 ⇒ 𝑔(𝑣) = 𝑔(𝜔)𝑑𝜔 𝑑𝑣 =⁄ 𝑔(𝜔)𝑑(2𝜋𝑣) 𝑑𝑣 =⁄ 2𝜋𝑔(𝜔) 

⇒ 𝑔(𝑣) =
2𝜋𝑉

2𝜋2𝑉𝑠
3 (2𝜋𝑣)2 =

4𝜋𝑉

𝑉𝑠
3 𝑣2 = 𝐴𝑣2 

                                          Où   𝐴 =
4𝜋𝑉

𝑉𝑠
3 . 

 

b- La fréquence de Debye 𝑣𝐷 : 

∫ 𝑔(𝑣)𝑑𝑣
𝑣𝐷

0
= 𝑁 = ∫ 𝐴𝑣2𝑑𝑣

𝑣𝐷

0
= 𝐴∫ 𝑣2𝑑𝑣

𝑣𝐷

0
= 𝐴

𝑣3

3
|𝑣𝐷

0
=

𝐴

3
𝑣𝐷

3 ⇒ 𝑣𝐷
3 =

3𝑁

𝐴
=

3𝑉𝑠
3𝑁

4𝜋𝑉
 

⇒ 𝑣𝐷 = (
3𝑉𝑠

3𝑁

4𝜋𝑉
)

1

3
 

 

c- L’expression de l’énergie interne 𝑈 sous forme d’intégrale:  

                𝑈 = 3∫ 𝑔(𝑣)�̅�𝑑𝑣
𝑣𝐷

0
                       où    �̅� = (�̅� +

1

2
) ℎ𝑣        et    �̅� =

1

𝑒
ℎ𝑣
𝐾𝑇−1

 

On néglige le ½ quantum qui correspond à l’énergie de l’oscillateur à 𝑇 = 0𝐾. 

⇒ 𝑈 = 3𝐴∫
ℎ𝑣3

𝑒
ℎ𝑣
𝐾𝑇−1

𝑣𝐷

0
𝑑𝑣 =

3𝐴

ℎ
2 (𝐾𝑇)3 ∫

(
ℎ𝑣

𝐾𝑇
)
3

𝑒
ℎ𝑣
𝐾𝑇−1

𝑣𝐷

0
𝑑𝑣 

 

Posons 𝑋 =
ℎ𝑣

𝐾𝑇
 , 𝑋𝐷 =

ℎ𝑣𝐷

𝐾𝑇
      

⇒ 𝑈 =
3𝐴

ℎ
2

(𝐾𝑇)3
𝐾𝑇

ℎ
∫

𝑋3𝑑𝑋

𝑒𝑋 − 1

𝑋𝐷

0

=
3

ℎ
2 (

4𝜋𝑉

𝑉𝑠
3 ) (𝐾𝑇)3

𝐾𝑇

ℎ
∫

𝑋3𝑑𝑋

𝑒𝑋 − 1

𝑋𝐷

0

= 3
3𝑁

𝑣𝐷
3
(
𝐾𝑇

ℎ
)
3

𝐾𝑇 ∫
𝑋3𝑑𝑋

𝑒𝑋 − 1

𝑋𝐷

0

 

⇒ 𝑈 = 9𝑁 (
𝑘𝑇

ℎ𝑣𝐷
)
3

𝐾𝑇 ∫
𝑋3𝑑𝑋

𝑒𝑋−1

𝑋𝐷

0
 

⇒ 𝑈 = 9𝑁 (
𝑇

𝜃𝐷
)
3

𝐾𝑇∫
𝑋3𝑑𝑋

𝑒𝑋 − 1

𝑋𝐷

0

 

d- L’énergie interne 𝑈 aux basses températures : 𝐾𝑇 ≪ ℎ𝑣𝐷 ⇒ 𝑇 ≪ 𝜃𝐷 ⇒ 𝑋𝐷 ≫ 1. 

⇒ 𝑈 ≈ 9𝑁 (
𝑇

𝜃𝐷
)
3

𝐾𝑇 ∫
𝑋3𝑑𝑋

𝑒𝑋 − 1

∞

0

= 9𝑁 (
𝑇

𝜃𝐷
)
3

𝐾𝑇.
𝜋4

15
⇒ 𝑈 =

3

5
𝜋4𝑁𝐾

𝑇4

𝜃𝐷
3 

 

e- La capacité calorifique 𝐶𝑉: 

𝐶𝑉 =
𝜕𝑈

𝜕𝑇
|
𝑉

=
12

5
𝜋4𝑁𝐾

𝑇3

𝜃𝐷
3 
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